1.1 Matrice

Svaku Semu brojeva oblika:
kolgne

A, 8, 3 .. 4,

R
[ 4

a21 a22 a23 a2r1
A= a,; a, a; .. a, - vrste(redov) VIste kolona
aml am2 am3 amn

nazivamo:matrica dimenzije mxn

1) Sabiranje matrica

A+B = A; &y b, by, = aythy, a,+hy,
A 8y by by, 8, thy a,th,

2) Mno enje matrice skalarom
axA:axail alz :aXail a><a12
a21 a22 a >e21 a >e22
3) Mno enje dve matrice (vrsta - kolona)
33 32 32
all a12 a13 b11 b12 all )bll + a12 )b21 + a13b31 ail >{112 + a12 )b22 + a13b32
AXB = aZl a22 a23 X bZl b22 = aZl )bll + a22 >t)Zl + a23b31 a21 >b12 + a22 >b22 + a23b32
a31 a32 a33 b31 b32 a31 )bll + a32 >¢)21 + a33b31 a3l >¢312 + a32 )b22 + a33b32
Odavde se vidi da je potrebno da prva matrica imaiko kolona koliko druga matrica ima vrsta.
suprotnom mno enje ovih matrica nije mogu €! Dobija se matrica koja ima broj vrsta kao i prva i
broj kolona kao i druga matricaPrimer. veli ina prve matrice je (3x3) a druge (3x2) i njhovim
mno enjem se dobija matrica dimenzije (3xB)xz X Bax2 = Cax2
4) Kvadratna matrica
Ako je broj vrsta matrice jednak broju koloma £ n), onda je tckvadratna matrica.
5) Minor
Sve kvadratne podmatrice predstavljaju minore M mieg A.
| Rangr matrice A, u oznacir = rang(A), je njen minor najve eg reda razli it od nule]

Minor najve eg redase dobija izostavljanjem kolona (ukoliko pravougaanatrica ima viSe kolona
nego vrsta) ili vrsta (ukoliko pravougaona matiioa viSe vrsta nego kolona).

1.2. Kvadratna matrica (m = n). Determinanta
Kvadratnoj matrici A kvadratna zna da je broj vrsta jednak broju koloja

&y &, - A,
Az B B o By

Qy Gy . @y
odgovara JEDAN BROJ koji se zodeterminanta(u oznacidet(A)). Zna i, mogu e je izraunati samo

matricu kvadratnog oblikan(x n), mada je matrica u opStem shju pravougaonog oblikan(x n).
Determinanta se mo e izranati na slede na in (Sarusovo pravilo)det[an] =a,
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det a21 ) a22 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - (a31a22a13 + a32a23a11 + a33a21a12)
A
1) Minor Mj; elementag; je determinanta koja se dobija iz polazne deteanti izostavljanjente vrste

i j-te kolone.

Primer: MinorM;, elementaa;, (na isti nain se mo e izraunati minor bilo kog elementa):

1 2 3
B o By M= O
aSl 2 aSS ! *
Minor najve eg reda je sama determinanta.
Ako je det(A) 0, onda minor najveeg reda, a samim tim i rang kvadratne matrice, ista dimenzije
kao i sama determinanta.
2) Kofaktor A; elementay; kvadratne matricé je: |Aj = (-1)" M; |.
Odavde se vidi da je kofaktor pozitivan ako je Zbit j) paran, u suprotnom je negativan.

1° Determinanta se mo e izranati preko kofaktora bilo koje vrste ili koloneahlasova teorema).
Na primer, preko prve vrstdet(A)= a;1A11 + a1A12 + ... a1

2° Preko kofaktora se izranavaadjungovana (pridru ena) matrica adjA matriceA:
A Ap o AT A AL Ay
ade: A21 Azz A2n = AI.Z Azz Ahz
Ahl Ahz Am Ain AZn Am

“T" je oznaka zaransponovanu matriglkoja se dobija kada vrste i kolone zamene mesta.

- . 10 100
3) Jedini ne kvadratne matncesu:ll:[l], l,b=95 1+ 1=010 itd.
0 01

Proizvod kvadratne matrick i jedini ne kvadratne matricejednak je samoj kvadratnoj matriai
A-1=A]

4) Inverzna matrica A™ kvadratne matrica je:

a1
det(A)

O igledno, da bi kvadratna matrigeimala inverznu matricA™ mora da je det(A) 0

- Proizvod kvadratne matrig®i njene inverzne matricd™ je jednak jedininoj kvadratnoj matrici:

AAT=1 i ABA=]
- Ako za kvadratne matric, B i AB postoje inverzne matrice onda j&:B) * = Bh&*!
-Vaiii (AY1=A

adjA, gde jeadjA adjungovana matrica.

5) Neke od osnovnih osobina determinanti:
- ako u kvadratnoj matrici dve susedne vrste (kolop®mene mesta onda determinanta promeni

znak,
- ako su u kvadratnoj matriéi svi elementi neke vrste (kolone) jednaki nuli,agel defA) = 0,
- ako su dve vrste (kolone) medjusobno proporciontdda jedefA) = 0,
- ako se elementima jedne vrste (kolone) dodaju etltmeeke druge vrste (kolone) prethodno
pomno ene nekim brojemrednost determinante se ne menja.

2
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6) Elementarne transformacije matrica (daju ekvivakntnu matricu, tj. matricu sa istim rangom!)
(i) razmena dve vrste (ili dve kolone)

(i) mno enje elemenata jedne vrste (kolone) nekirmjem (skalarom) koji je raziit od nule

(iii) dodavanje elemenata jedne vrste (kolone) @dgaju im elementima neke druge vrste (kolone) koji
su prethodno pomno eni proizvoljnim brojem

Matrica jeA ekvivalentna sa matrico® (u zapisuA ~ B) ukoliko je dobijena iz matric& pomo u niza
elementarnih transformacijgkvivalentne matrice imaju isti rang!
Napomena: Radi lakS8eg nala enja ranga matrice dimenzije gjeshixn matricu trebaelementarnim
transformacijama svesti na matricu trapeznog oblika: u prvoj kolmpiod prvog elementa sve vrednosti su
nule 0, u drugoj koloni ispod drugog elementa sigednosti nula i tako redom!

1.3. Matri na jedna ina
Jednaina oblika, gde suA, B i X matrice naziva senatri na jednaina. Ona se reSava po
matrici X, tako $to se matma jednaina sa leve strane pomno i matricoit, uz uslov da je de) * O:
AX=B AX=B/AY de(A)t 0 AAX=ASB IX=A"B X=A"B
1.4 Sistem linearnih jednaina

1. Nehomogeni sistem linearnih jednana (nehomogeni zna da je bar jedan od slobodnifanovab;,
by, ... razliit od nule)

1° Pravougaoni sistem (P.S): broj jednaina® broj nepoznatih (Kroneker-Kapelijeva teoremd)
apX, toapX, t ..t aX, = b
a X, + ayXx, + ...+ a,X, = b

anX, + apX + ..+ a,x, = b

mn®'n m

1) ima reSenje (saglasan je, moguje) ako i samo ako jerang(A) = rang (P) = r |, gde jeA
matrica sistema, B proSirena matrica sistema:
&, 8, - Ay &y B, o a1 h
A= Q1 8p o By po 8y 8y o Byl b,
Y ana Y Y “na P “na ---I N
i B o B 8 @ o @l b,
1l.r=n sistem je mogu i odre en (ima jedinstveno reSenje)gde jen je broj
nepoznatih u sistemu

2.r<n sistem je mogu i neodre en (ima beskonano mnogo reSenja)pri emun-r
nepoznatih uzimamo proizvoljno

2) nema reSenje (protivure an je, nesaglasangko je\ rang(A)% rang (P)|

2° Kvadratni sistem (K.S.): broj jedna ina = broj nepoznatih (Kramerova teorema)
apX toapX, t oot oaX, = b
a21)(1 + a22)(2 o F aZan = bz

anlxl + anzxz o7 annxn = bn

1) ima jedinstveno reSenjeako je determinanta sistenis® 0. Nepoznatex, j = 1, 2, ...n, se
mogu izraunati kao:x = D; /D. DeterminantaD; se dobija kada se kolona koja sadri
koeficijente uzg zameni kolonom sa slobodnirfanovimaby, by, ..., by.

2) je protivure an (nema reSenja - nemogy ako je determinanta sisterba= 0 i istovremeno
D;2 O bar za jedng.

3) ima beskonano mnogo reSenjaako je determinanta sisterba= 0 i istovremendD; = 0 za
svakoj.

Napomena:Za kvadratni sistem se tak® mo e primeniti postupak preko ranga matrice.
3
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2. Homogeni sistem linearnih jednaina (homogeni zna da su svi slobodnilanoviby, by, ... jednaki nuli)

1) Trivijalno reSenje znada su sve nepoznatg Xo, ... X, jednake nuli.

2) Netrivijalno reSenje znada je bar jedna od nepoznati) X, ... X, razli ita od nule.

3) Pravougaoni i kvadratni homogeni sistemi lindajadnaina uvek imaju trivijalno reSenje:
X1 =Xo=..=X,=0

1° Pravougaoni sistem
1) ima trivijalno resenje U rang(A) = n
2) ima netrivijalna reSenjaU rang(A) <n

2° Kvadratni sistem
1) ima trivijalno reSenje U D2 0
2) ima netrivijalna reSenjal D=0

Napomena:Za kvadratni sistem se tak®mo e primeniti postupak preko ranga matrice.

Nehomogeni sistem Homogeni sistem
ima reSenje o - o
— — nema resenje trivijalno netrivijalna
Jedlnstveno\ bezbroj reSenja
L. rang@) = rangP) =r rang@) rangfP) rang@) =n rang@) <n
awm
r=n r<n
. DO D=0iDb;j* 0 D=0iD;=0za DO D=0
x O bar za jedng svakoj

1.5. Svo enje na matri nu jedna inu
Kvadratni nehomogeni sistem jediraa (kvadratni zna da je broj jednana jednak broju nepoznatih):
apX toapX t ot oaX, = b
a21)(1 + a22)(2 o F aZan = b2

anlxi + an2X2 o a'nnxn = bn
se mo e zameniti matrhom jednainom [A-X = B;

a; @ - &, % by
A: a“21 a22 e a2n , X: XZ , B: b2

anl an2 a'nn Xn bn
gde jeA matrica sistema. Ukoliko je dé)(* 0, onda postoji inverzna matriéa’ matriceA i reSenje
matri ne jednaine je:[X = A™-B (videti matri nu jednainu 1.3).

1.6 Vektorski prostori

Linearna zavisnost vektora

Vektori a, &, ... a, sulinearno zavisni ukoliko postoje brojevas, a,, ... a, takvi da zadovoljavaju
jednakosta;a; + a,a;+ ... +anan = 0 i pri tome je bar jedan od ovih brojeva ratlod nule.To znai
da su vektori linearno zavisni ukoliko postoje natlna reSenja

U suprotnom sluaju, vektoriay, a,, ... &, sulinearno nezavisni -ukoliko postoje brojevia, a, ...
an takvi da zadovoljavaju jednakostia; + a,a;+ ... + ana, = 0 i pri tome su svi ovi brojevi jednaki
nuli: a1 = a, = ... = a, = 0 (rivijalno reSenjg. To znai da su vektori linearno nezavisni u shju
trivijalnog resenja
Baza vektorskog prostora
Vektori as, a, ... &, mogu da obrazuju bazu vektorskog prostora ukdikinearno nezavisni
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Neke va nije osobine

1) ama'=a™" ofam — o 2) a®—b*=(a—h)(a+h)
a" a-amn mam a . (@athy’=a’+2ab+b’
(al”ﬁ” atb’=(@b" a®+b®=(atb)@® ab+b?)
—m=a-m am:pm= 2 (axb)®=a’+ 3%+ 3’ +b°
a b

- b+,/b”- 4ac
3) Kvadratna jednana: ax® + bx + ¢ = Oima resenjex,, = B v e—

Kvadratna jedndna se mo e izraziti preko svojih reSena + bx + ¢ = a(x —X1)(X — X))

2.1. Izvod funkcije
1) Tabli ni izvodi funkcije

@ (c)=0, c=const I (ex)( = 9. (sinx) = cosx 13. (arcsinx)®= 11 :
- X
I (Xn)( =nx" 6. (ax)( =a'lna 10. (cosx)' =- sinx 14. (arccosx)¢: R -
1-x
1 == =— 11. = ] =
3 (\/;) 7% I(In X) 9 (tg x) P~ 15. (arctg x) T
¢ ¢_1 ¢ ¢ 1
1 = 12. = .
4= 8. (log, x)"= . 09.€ (ctgx) vl L (arcctgx) o

2) Osnovne osobine izvoda
PefXl = e (0 2[f() £ g(X]" =) £ g'(x);

3P [f(x)-9X)] = F(X)-g(X) +f(x)-g'(x); 4 f() _ ' (¥)°9(x) - f(x)°9'(x)
9(x) (9()*

3) Izvod slo ene funkcijey = f(u)
y = f(u), gde jeu = f(x), onda je izvod slo ene funkcijg ly’ =y’ (u)x1’'(X)

2.2. Grani na vrednost {imes) funkcije. Lopitalovo pravilo

1)Odreeniob|ici:%®¥, §® 0 ¥X¥®¥, -¥¥®-¥, %®¥, ¥3®0,,gdejea:const.

2) Grani na vrednost kada ®#¥ kod racionalnih funkcija se nalazi tako Sto sedjyilac i imenilac
dele najveim stepenom.

3) Pri nala enju graninih vrednosti lfmesg funkcije, ako se jave neki od sledeneodre enih oblika:

gz , treba koristiti Lopitalovo pravilo koje se svath nala enje prvog izvoda brojioca i imenioca:
fim ) = = fim -~ )

x®% g(X) 0 ¥ x®% g'(X)

4) Sledei oblici su tako e neodre eni: ‘0><¥; ¥-¥, 0, ¥°r | i oni se pogodnim transformacijama

mogu svesti na jedan od oblika% ;é . Za neodreeni izraz tipa[0><¥] se koriste transformacije:

. _ L f(x)_i_g ili 1 _ e 90 _ ¥ ¥
lim () xg(x) =[0¥] = lim T M lim (%) xg(x) =[0%] = im == = Ty
g(x) ¥ f(X) 0
pa se zatim se primeni Lopitalovo pravilo.
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3.1 Funkcija y =€

Funkcija y =In x

y=¢e' Xl (¥, +¥)
e=271..°=16® ¥,

y=InxU x=¢’=e™ xi (0, +¥)
IN1=0,ne=1,In0® -¥, INn¥ ® ¥

er=l ov21_1g, Ina=x4a, In€=xIne=x;In"x=(nx)"
e 1 e¥ ¥ nx nin x Inx" n o A-minx Inx " -n 1
e "=x|, e =e"" =x",e =e™ =x"==
X0® ¥,x¥ ® 0 X"
In(a:-b) =Ina+Inb, In(a/b) =Ina-Inb
—_ X —
y=€ y y=¢€ y y=Inx
a x
1
/
-1 0 1 X

3.2. Ispitivanje toka i crtanje grafika funkcije y =f(x):

1) oblast definisanosti D ={xI R| ..}  xi{ ..}

NapomenaTa ka u kojoj racionalna funkcija nije definisana mtblja vertikalnu asimptotu.
2) ta ke u kojima grafik se e koordinatne ose

1° nai x zay = 0: to je presek saosom (ula funkcije!)

2°naiy zax = 0:to je presek sgosom
3) znak funkcije (na i gde jey pozitivno, a gde negativno)

1°y < 0 (negativno) zal (...)

2°y > 0 (pozitivno) za zal (...)
4) parnost i neparnost

Na i f(-x) i proveriti da li je funkcija:

1° parnaf(-x) = f(x)

2° neparna:f(-x) = -f(x)

3° nije ni jedno ni drugo: funkcija nije ni parnaméparna
5) ekstremne vrednosti(nule prvog izvoda) monotonost fa osnovu znaka prvog izvgda

1° funkcija ima ekstremnu vrednostzay’ = 0,

2° funkcija je monotono opadaja tamo gde j§' < 0 (odnosno rasta zay’ > 0)

3° na osnovu monotonosti funkcije se odi da li je ekstremna vrednogtmin ili max
6) prevojne ta ke (nule drugog izvodakonveksnost i konkavnost£nak drugog izvoda

1° funkcija ima prevojnu t&ku zay” = 0

2° funkcija jekonveksna- ispupena - kao kod preseka skupova - J-tamo gde jg” < 0

3° funkcija jekonkavna- izdubljena E - kao kod unije skupova - "}"tamo gde jg” > 0
7) asimptote funkcije

1° vertikalna asimptota % a - ukoliko funkcija u taki x = a ima prekid u oblasti definisanosti.

Pri tome va i bar jedna od sledé jednakosti proveriti koja-kojé:
fm 10)=+¥, m £09=- %, fm F()=- ¥, Im 1(9=+¥

2° horizontalna asimptota y b - ukoliko va i: I(i@m¥ f (X)=b| (zato uvek treba proveritiim )
X® * X® +¥

0,
¥ x|

3° kosa asimptotay = ax + b, gde jea= lim =lim (£ (x)- )

- Ukoliko racionalna funkcija ima u brojiocu jedarstepen vel nego u imeniocu onda ima kosu
asimptotu
- Ukoliko ima horizontalnu nema kosu asimptotu.
6
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4. Integrali
4.1 Tabliniintegrali

I 0dx=C, C =const I e‘dx=¢e"+C 9. I =tanx+C 13. -arctanx+C
cos x
I dx=x+C @ a*dx = a” +C 10. _d;( =- ctgx+C i Earctarﬁ+c
Ina sin® x x*+a® a a
N ) dx _ : dx 2. .2
Ndx = 7| sinxdx=- cosx+C |[11 =arcsinx+C Injx++yx*+a*|+C
dex X_ic \/— Im |
dx , _ dx | x- a\
= + cosxdx=sinx+C arcsm—+C 7|
I x Injx+C I \/7 I x?-a’ 2a \x+a\
4.2 Osnovne osobine integrala
1° cxf(x)dx=c f(x)dx, 2® (f(X)xg(x))dx= f(x)dx+ g(x)dx
4.3 Metoda smene
- Pogodnom smenom (zamenom promenljydati integral se svodi na tatdi.
- Smenong(x) =t, g'(x)dx = dt, reSavaju se integrali:
1 1gor g dx, 2| S ax #[ g (x)dx
[9(¥)]
Do : Con dx dx (Ax+ B)dx (Ax+ B)dx
4.4 Kanoni ni integrali. Integrali oblika , , ,
) ’ a+bx+c’  Jad+bx+c  axX+bx+c Jax +bx+c
se reSavaju tako $to se kvadratna funkgijd:+ bx + d dovede na oblik{u* + v}
4.5 Parcijalna integracija
I(X) = udv=uv- v-du
Uvodi se smenai dv, pri emu sedu nalazi diferenciranjem funkcije, v integranjem funkcijedv.
Na osnovu ovog pravila se i biraju funkcijei dv. Za u se obino uzima funkcija iji stepen
diferenciranjem treba smanijiti. Kod izboradv treba uzeti deo koji se lako integrali. Primeri:
1) P, (x)-€™ dx, gde jeP,(X) polinomn-tog stepena or. ReSava se tako $to se uvodi smeraP,(X) i
dv= e™dx

Diferenciranjem funkcijai se za jedan smanjuje stepen polinoma (taj posttrphl ponavljati sve
dok stepen polinoma ne bude jednak jedinici).

Integraljenjeme™ dx se dobijav, i ovo je jednostavan integral koji daje= €/ a.
2) Py(x)-(In x)* dx, gde jeP,(x) polinomn-tog stepena o” Resava se tako $to se uvodi smena
u= (nx)*idv=Pyx) dx

4.6 Integracija racionalnih funkcija
4.6.1 Ako je gore isti ili va stepen nego dole onda trepadeliti polinom polinomom, a zatim,
eventualno, izvrSitrastavljanje racionalne funkcije na zbir parcijalni h razlomaka.

4.6.2 Ako je dole va stepenonda se vrSirastavljanje racionalne funkcije na zbir parcijalnih
razlomaka (svaka prava racionalna funkcija se mo e rastanattaj nain):

__A N B N C
(xxa)(xxh)(xxc) xxa xxb xzc
A N B N C D

+ot—
(axxb)(cxxd)" ax+b cxxd (cxxd)®  (cxxd)? (cxtd)n

__A +Bx+C
(axtb)(cx*+d) ax+b cxX**d

Ax+B C D : .
=— + > Tt - kvadratna jednana nema nule
(ax’ £bx+c)(dxx+e)" ax’+bxxc dxte (dxxe) (dxte)"
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A B C D
+ + +

e
(dxte)"

D

(@ bxtc)(dxx+€)"  a(xx)(XtX)(dx+e)" a(xtx) x*X, dxte (dx+e)?
~ A B _C . A B C
= + + ; =—+ +
(x- 2(x+3)(x-7) x-2 x+3 x-7 3x¥2x+3)> 3x (2x+3)® 2x+3
A B c . A B C
= + + ; = + + +
(X- 2)(2x+3)* x-2 (2x+3)* 2x+3  (x- 2)(2x+3)* x-2 2x+3 (2x+3* (2x+3)°
A B C D
= + + +
(x- 2)°(2x+3)* x-2 (2x-2?* 2x+3 (2x+3)?
A B C D E
= + + + +
(x- 22(2x+3)® x-2 (x-2? 2x+3 (2x+3)? (2x+3)°
A Bx+C . A Bx+C
+ +

(- 2)(2x*+3) x-2 2x2+3° (x- 2)(2x* +3x+3) x-2 2x*+3x+3

_ A, B _ CxtD
(x- 2)2(2x*+3x+4) x-2 (x-2)° 2x*+3x+4

_ _A, B _,C_D
(x- 2)%(x*-3x-4) (x-2%*(x-4)(x+1) x-2 (x-2)°* x-4 x+1

4.7 Odre eni integral

b
f(xdx=F(x). =F(b)- F(a)
5. Diferencijalne jedna ine
5.1. Diferencijalna jedna ina koja razdvaja promenljive
je diferencijalna jednana oblika:\ y(= f(x)>g(y)|, koja se reSava na sledea in:

%’:f(x)xg(y) Idx  dy=f(x)>g(y)dx /:g(y)

d_y:f dx / d—y: f d
oly) I oly) | R

5.2. Homogena diferencijalna jednaina

je diferencijalna jednana oblika: y¢= f % , koja se

- ReSava se uvodjenjem smelﬂye; u|, gde jeu nova nepoznata funkcija argumerta
X

- Nakon smense svodi na diferencijalnu jednau koja razdvaja promenljive po funkaiji

5.3. Linearna diferencijalna jedna ina
je diferencijalna jednana oblika: y+P(x) >y = Q()], gde stP(x)i Q(x) funkcije pox.
P(

- Opste reSenje jey =€ 0~y Q(x)e POy

5.4. Bernulijeva diferencijalna jedna ina

je diferencijalna jednana oblika: y&+ P(x) xy = Q(x) xy"”
1
- ReSava se uvodjenjem smenes ut "|, gde jeu nova nepoznata funkcija argumenrta
- Nakon smenee svodi na linearnu diferencijalnu jediau po funkciji u.
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Priprema ispita iz matematike i statistike
30 EUR po kolokvijumu i 50 EUR po ispitu



